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Глава 4. Модели конфликтных ситуаций
4.1. Предмет и задача теории игр

Подавляющее большинство решений, как правило, приходится принимать с учетом противоречивых интересов, относящихся  к различным лицам или организациям. В таких случаях невозможно применить традиционные методы оптимизации, поскольку в обычных экстремальных задачах речь идет о выборе решения одним лицом. В эту схему не укладываются ситуации, когда решения, оптимальные для одной стороны, совсем не оптимальны для другой, и результат решения зависит от всех конфликтующих сторон. 

Конфликтный характер таких задач не предполагает вражды между участниками, а свидетельствует о различных интересах. Необходимость анализировать подобные ситуации вызвала к жизни специальный математический аппарат – теорию игр. Эта теория дает формальный язык для описания процессов принятия сознательных, целенаправленных решений с участием одного или нескольких лиц в условиях неопределенности и конфликта, вызываемого столкновением интересов конфликтующих сторон. Неопределенность может быть вызвана не только стремлением противников скрыть свои действия в игре, но и дефицитом информации и данных о рассматриваемом явлении. В этом случае можно говорить о конфликте человека с природой.

Целью теории игр является выработка рекомендаций по рациональному образу действий участников в конфликтных ситуациях. Первые работы по теории игр (Цермело, Борель, фон Нейман) относятся к началу 20 века. Но только появление и широкое распространение ЭВМ привлекло к теории игр внимание широкого круга специалистов. Теория стратегических игр в своей математической форме возникла в 30-х годах прошлого века. Первой фундаментальной книгой по теории игр была изданная в 1944 году работа Дж. фон Неймана и О.Моргенштерна "Теория игр и экономическое поведение".

От реальной конфликтной ситуации игра отличается тем, что ведется по вполне определенным правилам. Реальные конфликты обычно трудно поддаются формальному описанию, поэтому любая игра является упрощением исходной задачи, в ней отражаются лишь основные, первостепенные факторы, отражающие суть процесса или явления. 
В зависимости от того, какими данными располагает исследователь, и какую задачу перед собой ставит, могут быть сформулированы различные теоретико-игровые модели. 

Формализованные модели конфликтов известны с давних пор: это игры в буквальном смысле слова – шахматы, карты, кости и т.п. Эти игры носят характер соревнования, протекающего по известным правилам. Терминология, заимствованная из практики таких игр, применима и для других конфликтных ситуаций, которые рассматривает теория игр.

Предмет теории игр составляют математические модели конфликтных ситуаций, в которых участвующие стороны (игроки) преследуют различные, часто противоположные интересы. Игроки располагают некоторым набором возможных действий (стратегий). Задача теории игр состоит в том, чтобы на основе анализа конфликтной ситуации указать для каждой стороны наилучший способ применения своих стратегий, который в максимальной степени и с гарантией обеспечивал бы интересы каждого игрока при любых ответных действиях остальных борющихся сторон.

4.2. Классификация игр

Классификацию игр можно проводить: по количеству игроков, количеству стратегий, характеру взаимодействия игроков, характеру выигрыша, количеству ходов, состоянию информации и т.д.

В зависимости от количества игроков различают игры двух и (  игроков. Первые из них наиболее изучены. Игры трёх и более игроков менее исследованы из-за возникающих принципиальных трудностей и технических возможностей получения решения. Чем больше игроков – тем больше проблем.

По количеству стратегий игры делятся на конечные и бесконечные. Если в игре все игроки имеют конечное число возможных стратегий, то она называется конечной. Если же хотя бы один из игроков имеет бесконечное количество возможных стратегий, игра называется бесконечной.

По характеру взаимодействия игры делятся на бескоалиционные, когда игроки не имеют права вступать в соглашения, образуя коалиции, и коалиционные (кооперативные), при которых игроки могут вступать в коалиции. В кооперативных играх коалиции наперёд определены.

По характеру выигрышей игры делятся на игры с нулевой суммой, когда общий капитал всех игроков не меняется, а перераспределяется между игроками (сумма выигрышей всех игроков равна нулю) и игры с ненулевой суммой.

По виду функций выигрыша игры делятся на матричные, биматричные, непрерывные, выпуклые, сепарабельные, типа дуэлей и др.

Матричная игра ( это конечная игра двух игроков с нулевой суммой, в которой задаётся выигрыш первого игрока в виде матрицы (строка матрицы соответствует номеру применяемой стратегии игрока 
[image: image1.wmf]A

, столбец ( номеру применяемой стратегии игрока 
[image: image2.wmf]B

; на пересечении строки и столбца матрицы находится выигрыш игрока 
[image: image3.wmf]A

, соответствующий применяемым стратегиям). Для матричных игр доказано, что любая из них имеет решение и оно может быть легко найдено путём сведения игры к задаче линейного программирования.

Биматричная игра ( это конечная игра двух игроков с ненулевой суммой, в которой выигрыши каждого игрока задаются матрицами отдельно для соответствующего игрока (в каждой матрице строка соответствует стратегии игрока 
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, столбец ( стратегии игрока 
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, на пересечении строки и столбца в первой матрице находится выигрыш игрока 
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, во второй матрице ( выигрыш игрока 
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). Для биматричных игр также разработана теория оптимального поведения игроков, однако решать такие игры сложнее, чем обычные матричные.

Непрерывной считается игра, в которой функция выигрышей каждого игрока является непрерывной в зависимости от стратегий. Доказано, что игры этого класса имеют решения, однако не разработано практически приемлемых методов их нахождения.

Если функция выигрышей является выпуклой, то такая игра называется выпуклой. Для них разработаны приемлемые методы решения, состоящие в отыскании чистой оптимальной стратегии для одного игрока и вероятностей применения чистых оптимальных стратегий другого игрока. 

4.3. Матричные игры порядка 
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. Нижняя и верхняя цена игры.

Рассмотрим игру двух лиц с нулевой суммой и конечным числом стратегий. Примем следующие допущения.

·  Игра состоит из большого количества партий.

·  Игроки являются независимыми друг от друга.

·  Игра протекает в условиях полной неопределенности. Это значит, что каждый игрок не знает, как пойдет его противник.

·  Оба игрока являются разумными и на риск не идут. Они хотят получить максимальный выигрыш (минимальный проигрыш) при любых действиях противника.

Предположим, что игрок 
[image: image9.wmf]A

 имеет 
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 соответствует число 
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, выражающее выигрыш игрока 
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 у игрока 
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Каждый из игроков делает один ход: игрок 
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 выбирает стратегию 
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 выбирает стратегию 
[image: image27.wmf]j

B

, 
[image: image28.wmf]n

j

,...,

2

,

1

=

, после чего игрок 
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 получает выигрыш 
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 за счёт игрока 
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. Если 
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, то это значит, что первый игрок платит второму сумму 
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, то данный ход является ничейным. На этом заканчивается одна партия игры. Каждая стратегия 
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 называется чистой стратегией.

Рассмотрим платежную матрицу произвольного порядка 
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	Стратегии игрока 
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	Стратегии игрока 
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Тогда проведение каждой партии матричной игры сводится к выбору игроком 
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-го столбца и получения игроком 
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 выигрыша  
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 за счёт игрока 
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Главным в исследовании игр является понятие оптимальных стратегий игроков. В это понятие интуитивно вкладывается такой смысл: стратегия игрока является оптимальной, если применение этой стратегии обеспечивает ему наибольший гарантированный выигрыш при всевозможных стратегиях другого игрока. Исходя из этих позиций, игрок 
[image: image62.wmf]A

 исследует матрицу выигрышей следующим образом: для каждой 
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-й строки, 
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, определяется минимальное значение выигрыша в зависимости от применяемых стратегий игрока 
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т.е. определяется минимальный выигрыш для игрока 
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 при условии, что он примет свою чистую стратегию 
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, затем из этих минимальных выигрышей отыскивается стратегия с номером 
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, при которой этот минимальный выигрыш будет максимальным, т.е. находится
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(2.1)

Число 
[image: image71.wmf]a

, определённое формулой (2.1), называется нижней ценой игры. Оно показывает, какой максимальный выигрыш может гарантировать себе игрок 
[image: image72.wmf]A

, применяя свои чистые стратегии при всевозможных действиях игрока 
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. Чистая стратегия 
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, которая доставляет игроку 
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 максимальный гарантированный выигрыш, равный 
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, называется максиминной стратегией игрока 
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.

Игрок 
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 при оптимальном своём поведении должен стремиться по возможности за счёт своих стратегий максимально уменьшить выигрыш игрока 
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. Поэтому для игрока 
[image: image80.wmf]B

 отыскивается 
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т.е. определяется максимальный выигрыш игрока 
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, при условии, что игрок 
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 применит свою чистую стратегию 
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, затем игрок 
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 отыскивает свою стратегию с номером 
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 получит минимальный выигрыш, т.е. находит
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Число 
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, определяемое формулой (2.2), называется верхней ценой игры. Оно показывает, какой минимальный проигрыш за счёт своих стратегий может себе гарантировать игрок 
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. Чистая стратегия 
[image: image91.wmf]0

j

B

 игрока 
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, гарантирующая ему минимальный проигрыш, равный 
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, называется минимаксной стратегией игрока 
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.

Применяя свои чистые стратегии, игрок 
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 может обеспечить себе выигрыш не меньше 
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, а игрок 
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 за счёт применения своих чистых стратегий может не допустить выигрыш игрока 
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 больше, чем 
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Для произвольной платежной матрицы нижняя цена не превосходит верхней цены игры. Действительно, так как 
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Тогда из соотношений (2.1)-(2.2) следует, что 
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Пример 2.1. Игрок 
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 записывает одно из чисел 1, или 4, а игрок 
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 независимо от него – одно из чисел 2, или 3. Выигрыш игрока 
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 (проигрыш 
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) равен разности записанных чисел. Составить платежную матрицу, определить нижнюю и верхнюю цену игры.

Стратегиями игрока 
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 являются: 
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 – записать 1, 
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 – записать 4. Стратегиями игрока 
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 являются: 
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 – записать 2, 
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 – записать 3. Платежная матрица имеет вид:

	Стратегии 
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Найдем нижнюю цену игры. Так как 
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Найдем верхнюю цену игры. Так как 
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Здесь 
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, и их одинаковые значения совмещаются в одной клетке платежной матрицы.

Пример 2.2 (игра «камень, ножницы, бумага»). Два игрока 
[image: image128.wmf]A

 и 
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 независимо друг от друга показывают кистью руки один из трех предметов: «камень», «ножницы» или «бумагу». Условимся считать, что «камень» выигрывает у «ножниц»  одно очко, «ножницы» выигрывают у «бумаги» два очка, а «бумага» выигрывает у «камня» три очка. Если в некоторой партии игроки показывают одинаковые предметы, то она считается ничейной. Составить платежную матрицу, определить нижнюю и верхнюю цену игры.

Каждый из двух игроков имеет возможность применить одну из трех стратегий: показать противнику «камень» (К), «ножницы» (Н) или «бумагу» (Б). Согласно условиям платежная матрица может быть представлена в следующем виде:

	Стратегии 
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Для игрока 
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тогда нижняя цена игры 
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тогда верхняя цена игры 
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Решение игры, т.е. нахождение наилучших способов ведения игры для обоих игроков, при большом числе партий производится по-разному в зависимости от того, будет ли 
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 называется ценой игры. Если 
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, то определение цены игры будет дано ниже.

4.4. Решение матричных игр в чистых стратегиях. Выбор средства проведения рекламной кампании
Седловой точкой платежной матрицы называется элемент этой матрицы, наименьший в своей строке и наибольший в своем столбце. Другими словами, элемент 
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 платежной матрицы является седловой точкой, если выполняются неравенства:
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для всех 
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. Правая часть неравенства (2.3) означает, что элемент 
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 не превосходит любого другого элемента строки с номером 
[image: image159.wmf]0

i

, а левая часть означает, что 
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 является наибольшим элементом столбца с номером 
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Для существования седловой точки необходимо и достаточно, чтобы нижняя и верхняя цена игры были одинаковы, т.е. 
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. Действительно, из (2.3) следует, что 
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и, значит, 
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Элемент 
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, стоящий на пересечении строки с номером 
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 и столбца с номером 
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 и будет cедловой точкой матрицы, поскольку для него справедливы неравенства (2.3).

Основные особенности матричных игр с седловой точкой рассмотрим на следующем примере. 

Пример 2.3. Две фирмы 
[image: image172.wmf]A

 и 
[image: image173.wmf]B

 продают два вида продукции. Фирма 
[image: image174.wmf]A

 рекламирует продукцию на радио (стратегия 
[image: image175.wmf]1
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), телевидении (стратегия 
[image: image176.wmf]2
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), в газетах (стратегия 
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), а также рассылает по почте брошюры (стратегия 
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). Фирма 
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 использует только радио (стратегия 
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), телевидение (стратегия 
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) и газеты (стратегия 
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). В зависимости от умения и интенсивности проведения рекламной кампании, каждая фирма может привлечь на свою сторону часть клиентов конкурирующей фирмы. Приведенная ниже матрица характеризует процент клиентов, привлеченных или потерянных фирмой 
[image: image183.wmf]A

.
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игрока 
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	Стратегии игрока 
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Решение игры основано на обеспечении наилучшего результата из наихудших для каждого игрока. Если фирма 
[image: image193.wmf]A

 выбирает стратегию 
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, то независимо от того, что предпринимает фирма 
[image: image195.wmf]B

, наихудшим результатом является потеря фирмой 
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 7% рынка в пользу фирмы 
[image: image197.wmf]B

. Это определяется минимумом элементов первой строки матрицы платежей. Аналогично при выборе стратегии 
[image: image198.wmf]2
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 наихудшим исходом для фирмы 
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 является увеличение рынка на 6% за счет фирмы 
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. При выборе стратегии 
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 наихудшим исходом для фирмы 
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 является нейтральная ситуация, не приносящая увеличения или уменьшения рынка. Наконец, наихудшим исходом при выборе стратегии 
[image: image203.wmf]4
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 является потеря фирмой 
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 1% рынка в пользу фирмы 
[image: image205.wmf]B

. Эти результаты содержатся в столбце ‘‘Минимумы строк’’. Чтобы достичь наилучшего результата из наихудших, фирма 
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 выбирает стратегию 
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, так как она соответствует наибольшему элементу столбца ‘‘Минимумы строк’’.

Рассмотрим теперь стратегии фирмы 
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. Так как элементы матрицы являются платежами фирмы 
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, критерий наилучшего результата из наихудших для фирмы 
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 соответствует выбору минимаксного значения. В результате приходим к выводу, что выбором фирмы 
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 является стратегия 
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Платежная матрица имеет седловую точку на пересечении второй строки и третьего столбца; седловой элемент 
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 является наименьшим во второй строке и наибольшим в третьем столбце. Оптимальным решением в игре является выбор чистых стратегий 
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 и 
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, т.е. фирме 
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 следует проводить рекламу на телевидении, а фирме 
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 – рекламу в газетах. При этом выигрыш будет в пользу фирмы 
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, так как ее рынок увеличится на 6%. В этом случае говорят, что цена игры равна 6 и что фирмы 
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 и 
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 используют стратегии, соответствующие седловой точке.

Важнейшее свойство оптимальных стратегий ​в играх с седловой точкой состоит в том, что отклонение от нее только одного игрока может лишь ухудшить положение отклонившегося. 

Действительно, если игрок 
[image: image221.wmf]A

 отклонится от стратегии 
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 и применит одну из стратегий 
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 или 
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, то вместо 6 единиц он выиграет либо 5, либо 4, либо 6 единиц, т.е. увеличения выигрыша против 6 единиц не произойдет, но возможно снижение. Это объясняется тем, что седловой элемент имеет наибольшее значение в своем столбце.

Если проигрывающий игрок 
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 вместо стратегии 
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, то вместо 6 единиц он проиграет либо 8, либо 9 единиц. Происходит это потому, что в своей строке седловой элемент является наименьшим.

В играх с седловой точкой (при любом числе партий) решение игры завершается нахождением этой точки. Таким образом, при наличии в платежной матрице седловой точки, находящейся на пересечении строки с номером 
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 и столбца с номером 
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, мы получаем наилучшие (оптимальные) стратегии игроков. Для игрока 
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 оптимальной является чистая стратегия 
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, а также цена игры называются решением игры.

4.5. Матричные игры без седловой точки. Смешанные стратегии

Рассмотрим платежную матрицу порядка 
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Предположим теперь, что платежная матрица не имеет седловой точки. Тогда 
[image: image256.wmf]b

a

<

. В этом случае игрок 
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 может быть уверен в получении выигрыша не меньше нижней цены игры и не должен надеяться на выигрыш больший, чем верхняя цена игры.

Улучшение решений матричной игры следует искать в использовании секретности применения чистых стратегий и возможности многократного повторения партий игры. Этот результат достигается путём применения игроками смешанных стратегий.

Смешанной стратегией игрока называется случайное чередование его чистых стратегий и применение каждой из них с определённой вероятностью.

Смешанную стратегию игрока 
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, состоящую в применении его чистых стратегий 
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Так как события, состоящие в применении игроком своих чистых стратегий, образуют полную группу попарно несовместных событий, то выполняются равенства
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Любые векторы соответствующей размерности с неотрицательными координатами, сумма которых равна единице, могут рассматриваться как смешанные стратегии игроков. В связи с этим каждый игрок располагает бесконечным множеством различных стратегий и может выбирать их по своему усмотрению.

Применение игроком только одной чистой стратегии, например, 
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, можно рассматривать как частный случай смешанной стратегии, в которой вероятность применения стратегии 
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 равна единице, а вероятности применения остальных чистых стратегий равны нулю, т.е. 
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Пусть игрок 
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 придерживается стратегии 
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 является случайной величиной с возможными значениями, равными элементам платежной матрицы 
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 независимо от него выберет стратегию 
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 математическое ожидание выигрыша игрока 
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 в предположении, что он применяет стратегию 
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(2.4)

Математическое ожидание выигрыша первого игрока 
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 зависит не только от матрицы игры, но и от избранных игроками стратегий 
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 и 
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. Функция 
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 называется платежной функцией игры. Если известны смешанные стратегии 
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 обоих игроков, то по формуле (2.4) можно найти среднее значение выигрыша, который получает игрок 
[image: image304.wmf]A

 от 
[image: image305.wmf]B

 при многократном повторении игры, поскольку средний выигрыш игрока 
[image: image306.wmf]A

, приходящийся на одну партию, приближается в известном смысле к математическому ожиданию его выигрыша.
4.6. Оптимальные стратегии. Цена игры

Стратегия 
[image: image307.wmf](

)

*

*

2

*

1

*

,...,

,

m

p

p

p

P

=

 игрока 
[image: image308.wmf]A

 называется оптимальной, если математическое ожидание выигрыша этого игрока будет максимальным для любой смешанной стратегии игрока 
[image: image309.wmf]B

.

Стратегия 
[image: image310.wmf](
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 игрока 
[image: image311.wmf]B

 называется оптимальной, если математическое ожидание проигрыша этого игрока будет минимальным для любой смешанной стратегии игрока 
[image: image312.wmf]A

.

Подобно  играм, имеющим седловые точки, можно доказать, что смешанные стратегии 
[image: image313.wmf]*
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 и 
[image: image314.wmf]*
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 являются оптимальными, если выполняются равенства:
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В этом состоит основная теорема теории матричных игр – теорема о минимаксе. Величина 
[image: image316.wmf](
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 называется при этом ценой игры.

Имеется и другое определение оптимальных смешанных стратегий: 
[image: image317.wmf]*

P

 и 
[image: image318.wmf]*

Q

 называются оптимальными стратегиями игроков 
[image: image319.wmf]A

 и 
[image: image320.wmf]B

 соответственно, если выполняются неравенства:
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(2.5)

для любых смешанных стратегий 
[image: image322.wmf]P

 и 
[image: image323.wmf]Q

 (стратегии 
[image: image324.wmf]*
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 и 
[image: image325.wmf]*
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  образуют седловую точку).

Левая часть неравенства (2.5) означает, что если игрок 
[image: image326.wmf]B

 придерживается стратегии 
[image: image327.wmf]*

Q

, то для любой стратегии 
[image: image328.wmf]P

 игрока 
[image: image329.wmf]A

 его средний выигрыш не может быть больше, чем при применении им стратегии 
[image: image330.wmf]*

P

. Правая часть неравенства (2.5) показывает, что если игрок 
[image: image331.wmf]A

 применяет стратегию 
[image: image332.wmf]*
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, то игроку 
[image: image333.wmf]B

 выгоднее всего применять стратегию 
[image: image334.wmf]*
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, которая обеспечивает ему наименьший проигрыш по сравнению с любой другой стратегией 
[image: image335.wmf]Q

. Следовательно, значение платежной функции 
[image: image336.wmf](
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 при применении игроками своих оптимальных стратегий представляет собой наибольший гарантированный выигрыш игрока 
[image: image337.wmf]A

 и одновременно наименьший гарантированный проигрыш игрока 
[image: image338.wmf]B

. 

Оптимальные смешанные стратегии и цена игры называются решением матричной игры.

Отметим некоторые свойства оптимальных стратегий и цены игры.

· Матричная игра может иметь бесконечно много решений 
[image: image339.wmf]*
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 и 
[image: image340.wmf]*

Q

, однако, цена игры 
[image: image341.wmf]v

 всегда определяется однозначно.

· Цена игры 
[image: image342.wmf]v

 удовлетворяет соотношению 
[image: image343.wmf]b
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, где 
[image: image344.wmf]a

 и 
[image: image345.wmf]b

 соответственно нижняя и верхняя цена игры. Если игра не имеет седловой точки (
[image: image346.wmf]b
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), то за счёт применения своей оптимальной смешанной стратеги 
[image: image347.wmf]*
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 игрок 
[image: image348.wmf]A

 может обеспечить гарантированный выигрыш 
[image: image349.wmf]v

, строго больший, чем нижняя цена игры 
[image: image350.wmf]a

. Аналогично игрок 
[image: image351.wmf]B

 с помощью своей оптимальной смешанной стратегии 
[image: image352.wmf]*
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 в состоянии снизить проигрыш и сделать его с полной гарантией меньше 
[image: image353.wmf]b

.

· Если ко всем элементам платежной матрицы прибавить любое число 
[image: image354.wmf]C

, то оптимальные стратегии игроков останутся прежними, а цена игры 
[image: image355.wmf]v

 изменится на величину 
[image: image356.wmf]C

 и будет равна 
[image: image357.wmf]C
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4.7. Игры порядка 
[image: image358.wmf]2
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Рассмотрим игру с платежной матрицей размерности 
[image: image359.wmf]2
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	Стратегии 
[image: image360.wmf]A


	Стратегии 
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В данной игре каждый из игроков 
[image: image370.wmf]A

 и 
[image: image371.wmf]B

 располагает двумя чистыми стратегиями 
[image: image372.wmf]1
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, 
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, и 
[image: image374.wmf]1

B
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 соответственно. Если игра имеет седловую точку 
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, то оптимальными служат максиминная стратегия 
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i

A

 первого игрока и минимаксная стратегия 
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 второго игрока, цена игры совпадает с седловым элементом 
[image: image379.wmf]0
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. Если игра не содержит седловой точки, то оптимальными стратегиями игроков являются смешанные стратегии. Пусть 
[image: image380.wmf](
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 – оптимальная стратегия игрока 
[image: image381.wmf]A
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 – оптимальная стратегия игрока 
[image: image383.wmf]B

. При этом 
[image: image384.wmf]0

*

1

>

p

, 
[image: image385.wmf]0

*

2

>

p

 и 
[image: image386.wmf]0

*

1

>

q

, 
[image: image387.wmf]0

*

2

>

q

. Правая часть неравенств (2.5) показывает, что координаты оптимального вектора 
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 и цена игры 
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 удовлетворяют неравенству
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для любой стратегии 
[image: image392.wmf](
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 второго игрока. Полагая сначала 
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(2.6)

В неравенствах (2.6) должны стоять знаки равенства. Действительно, если допустить, что хотя бы одно неравенство является строгим, то, умножая неравенства  (2.6) соответственно на ​
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 и складывая полученные выражения, получим
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или 
[image: image400.wmf]v
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, что неверно. Таким образом, неравенства (2.6), записанные в виде равенств, и очевидное условие 
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 дают возможность определить вероятности 
[image: image402.wmf]*
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 и цену игры 
[image: image403.wmf]v

 из следующей системы уравнений​:
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(2.7)

Совершенно аналогично, беря за основу левую часть неравенств (2.5), можно установить, что вероятности 
[image: image405.wmf]*
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 удовлетворяют системе уравнений​:


[image: image406.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

=

+

=

+

1

*

2

*

1

*

2

22

*

1

21

*

2

12

*

1

11

q

q

v

q

a

q

a

v

q

a

q

a

.








(2.8)

Решая системы уравнений (2.7) и (2.8), мы найдем оптимальные стратегии игроков и цену игры.

Укажем еще один способ отыскания решения игры с матрицей 
[image: image407.wmf]2
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, который позволяет устно находить оптимальные стратегии игроков. В системе (2.7) вычтем из первого равенства второе, получим 
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Отсюда следует, что 
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или по абсолютной величине
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​Из равенства (2.9) вытекает следующее простое правило определения оптимальных стратегий для игры без седловой точки: вычитая из элементов первого столбца платежной матрицы соответствующие элементы второго столбца, получим столбец​ 
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, элементы которого, взятые по абсолютной величине, обратно пропорциональны вероятностям 
[image: image412.wmf]*
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 и 
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Аналогично, вычитая из элементов первой строки соответствующие элементы второй строки и беря разности по абсолютной величине, получим строку, элементы которой обратно пропорциональны вероятностям 
[image: image414.wmf]*
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 и 
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Пример 2.4. Игрок 
[image: image416.wmf]A

 загадывает монету в 1 руб. или в 5 руб., а игрок 
[image: image417.wmf]B

 пытается ее угадать. Если игрок 
[image: image418.wmf]B

 угадывает монету, то он ее и получает. В противном случае он сам платит игроку 
[image: image419.wmf]A

 3 руб. Составить платежную матрицу и решить игру.

Игрок 
[image: image420.wmf]A

 имеет две чистые стратегии: 
[image: image421.wmf]1

A

 – загадать монету в 1 руб., 
[image: image422.wmf]2

A

 – загадать монету в 5 руб. Игрок 
[image: image423.wmf]B

 также имеет две чистые стратегии: 
[image: image424.wmf]1

B

– назвать монету достоинством 1 руб., 
[image: image425.wmf]2

B

– назвать монету достоинством 5 руб.

Если игроки выберут стратегии 
[image: image426.wmf]1
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 и 
[image: image427.wmf]1

B

 соответственно, то второй игрок выиграет у первого 1 руб., или, что то же самое, первый выиграет у второго -1 руб. Если игроки выберут стратегии 
[image: image428.wmf]1
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 и 
[image: image429.wmf]2
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 соответственно, то первый игрок выиграет у второго 3 руб. Вычисляя аналогично остальные выигрыши игрока 
[image: image430.wmf]A

, получим платежную матрицу:

	Стратегии 
[image: image431.wmf]A


	Стратегии 
[image: image432.wmf]B
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Так как игра не имеет седловой точки, то для отыскания оптимальных стратегий применим указанное выше правило. Вычтем из элементов первого столбца элементы второго столбца и возьмем разности по абсолютной величине, получим столбец 
[image: image437.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

8

4

. Согласно (2.9) находим 
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Вычтем теперь из элементов первой строки элементы второй строки и возьмем разности по абсолютной величине, получим строку 
[image: image440.wmf](
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Цену игры можно определить из любого уравнения в системах (2.7) или (2.8), например, 
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Тем самым, применяя стратегию 
[image: image444.wmf]1
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​ случайным образом с вероятностью ​
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, или в 67% всех случаев, а стратегию 
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 с вероятностью 
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​, или в 33% всех случаев, игрок 
[image: image448.wmf]A

 в одной партии гарантирует себе средний выигрыш 
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 руб., или 33 коп.

4.8. Графический метод решения игр порядка 
[image: image450.wmf]n

´

2

 и 
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Рассмотрим метод на примерах. 

Пример 2.5. Пусть дана платежная матрица порядка 
[image: image452.wmf]3
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	Стратегии 
[image: image453.wmf]A


	Стратегии 
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Требуется найти решение игры.

Оптимальной является такая стратегия 
[image: image460.wmf]P

 игрока 
[image: image461.wmf]A

, для которой функция
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максимальна. Полагая последовательно 
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, получим следующую задачу максимизации:
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Так как 
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, то эту задачу можно записать в виде:
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(2.10)

при условии 
[image: image469.wmf]1
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Задачу нелинейной оптимизации (2.10) нетрудно решить графически, как показано на рис. 2.1. Для этого на отрезке 
[image: image470.wmf]1

0

1

£

£

p

 изобразим три прямые линии с уравнениями 
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Тогда график функции 
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 представляет собой выделенную на рис. 2.1 ломаную линию. Максимальное значение этой функции можно найти, решив систему уравнений, составленную из (2)-го и (3)-го уравнений. Тогда 
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Рис. 2.1. Графическое решение задачи (2.10)

Так как точка максимума лежит на пересечении 2-й и 3-й прямых, то стратегия 
[image: image480.wmf]1
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 не входит в оптимальную стратегию игрока 
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. Таким образом, 
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, и мы можем найти его оптимальную стратегию при помощи матрицы
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Для игры порядка 
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Пример 2.6. Найти решение игры для платежной матрицы порядка 
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Проведем сначала рассуждения с позиций игрока 
[image: image496.wmf]B

. Его оптимальной стратегией является такая стратегия 
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, для которой функция
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минимальна. Выбирая в качестве 
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Поскольку 
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(2.11)

при условии 
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Задача (2.11) решается графически, как показано на рис. 2.2. Для этого на отрезке 
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Тогда график функции 
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 представляет собой выделенную на рис. 2.2 ломаную линию. Минимальное значение этой функции находится на пересечении 1-й и 4-й линий, следовательно, 
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Рис. 2.2. Графическое решение задачи (2.11)

Чистые стратегии 
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 и 
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 не входят в оптимальную стратегию игрока 
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 стратегий 
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 определяются из решения матричной игры порядка 
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. В результате получим оптимальную стратегию игрока 
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4.9. Доминирование чистых стратегий

Исследование игры обычно начинается с упрощения платежной матрицы. Если в платежной матрице имеются заведомо невыгодные стратегии, то их можно исключить и тем самым уменьшить ее размерность. Рассмотрим, например, игру с матрицей

	Стратегии игрока 
[image: image533.wmf]A


	Стратегии игрока 
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Сравнивая вторую строку матрицы с первой строкой, за​мечаем, что все элементы первой строки не превосходят соответствующих элементов второй строки. По этой причине говорят, что вторая строка доминирует над первой. Игрок 
[image: image542.wmf]A

, выбирая между стратегиями 
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 и 
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, во всех случаях отдаст предпочтение стратегии ​
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, и, следовательно, вероятность выбора стратегии 
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​ в оптимальной стратегии первого игрока должна быть равна нулю: 
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. Поэтому из матрицы можно удалить доминируемую первую строку и рассмотреть игру с новой матрицей:

	Стратегии игрока 
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	Стратегии игрока 
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Строки новой матрицы несравнимы между собой, так как, например, 5>4, но 1<4. Сравнивая теперь столбцы матрицы, видим, что первый и третий столбец доминирует над вторым. Игрок 
[image: image556.wmf]B

, заинтересованный в меньшем проигрыше, предпочтет стратегию 
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 и, таким образом, в его оптимальной стратегии вероятности выбора стратегий 
[image: image558.wmf]1

B

 и 
[image: image559.wmf]3

B

 должны быть равны нулю: 
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. Вычеркнув первый и третий столбцы, получим матрицу размерности 
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	Стратегии игрока 
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Решив игру с этой матрицей, получим 
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. Решением исходной игры будут, очевидно, стратегии 
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Пример 2.7 (игра «в жулика»). Игрок 
[image: image576.wmf]A

 располагает тремя картами: бубновым тузом, трефовым тузом, двойкой бубен; у игрока 
[image: image577.wmf]B

 также три карты: бубновый туз, трефовый туз и двойка треф. В каждой партии игроки откладывают по одной своей карте и затем их сравнивают. Если обе карты окажутся одной масти, то игрок 
[image: image578.wmf]A

 выигрывает количество очков, соответствующее отложенной им карте, при этом туз оценивается в одно очко, двойка – в два очка. Если карты разной масти, то игрок 
[image: image579.wmf]B

 выигрывает количество очков, соответствующее его карте. Исключение составляет случай, когда обе карты окажутся двойками, тогда выигрыш принимается равным нулю. Найти оптимальные стратегии игроков и цену игры.

Составим платежную матрицу, исходя из условий игры  

	Стратегии игрока 
[image: image580.wmf]A


	Стратегии игрока 
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Здесь ТБ означает туз бубен, ТТ – туз треф и т.д. На первый взгляд игра кажется ничейной, однако, ее решение приводит к другому заключению.

Сопоставляя строки платежной матрицы, видим, что первая строка доминируется третьей, и, значит, она может быть удалена. После этого можно удалить третий столбец, так как он доминирует над вторым. Новая матрица

	Стратегии игрока 
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имеет размерность 
[image: image594.wmf]2
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. Решением игры с новой матрицей будут смешанные стратегии со следующими вероятностями чистых стратегий: 
[image: image595.wmf]5

3

*

2

=

p

, 
[image: image596.wmf]5

2

*

3

=

p

, 
[image: image597.wmf]5

2

*

1

=

q

, 
[image: image598.wmf]5

3

*

2

=

q

 и цена игры 
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. Исходная игра имеет оптимальные стратегии: 
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Как видим, игра «в жулика» оказалась выигрышной для игрока 
[image: image602.wmf]A

, поскольку цена игры – положительное число (
[image: image603.wmf]0
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) и проигрышной для игрока 
[image: image604.wmf]B

.

4.10. Сведение матричной игры к задаче линейного программирования

Пусть дана матричная игра порядка 
[image: image605.wmf]n
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. Предположим, что все элементы матрицы положительны. Если это не так, то по свойству из п. 3.7 всегда можно подобрать число 
[image: image606.wmf]C

, прибавление которого ко всем элементам матрицы даёт матрицу с положительными элементами, и, следовательно, с положительным значением цены игры. При этом оптимальные смешанные стратегии обоих игроков не изменяются. 

Согласно определению оптимальные смешанные стратегии 
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 соответственно игроков 
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 и цена игры 
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 должны удовлетворять соотношениям: 
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Если в качестве 
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 взять единичные векторы, то в развернутом виде эти соотношения примут вид:
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(2.13)

Разделим все уравнения и неравенства в (2.12) и (2.13) на 
[image: image622.wmf]v

. Это возможно, так как по предположению 
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Тогда системы (2.12) и (2.13) перепишутся в виде:
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Поскольку первый игрок стремится найти такие значения 
[image: image630.wmf]*
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 и, следовательно, 
[image: image631.wmf]i
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, чтобы цена игры 
[image: image632.wmf]v

 была максимальной, то решение первой задачи сводится к нахождению таких неотрицательных значений  
[image: image633.wmf]i

y

, для которых
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(2.14) 

Поскольку второй игрок стремится найти такие значения 
[image: image636.wmf]*
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 и, следовательно, 
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, чтобы цена игры 
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 была минимальной, то решение второй задачи сводится к нахождению таких неотрицательных значений  
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Задачи оптимизации (2.14) и (2.15) являются симметричными двойственными задачами линейного программирования. Решив их, получим значения  
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. Согласно основной теореме теории двойственности экстремальные значения целевых функций совпадают, т.е. 
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Теперь можно найти решение игры. Цена игры выражается равенствами: 
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Компоненты оптимальных стратегий игроков 
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 и 
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 соответственно вычисляются по формулам:
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4.11. Определение плана выпуска продукции при неопределенном спросе
В результате реализации единицы продукции 
[image: image654.wmf]1
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 и 
[image: image655.wmf]2
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 завод получает чистую прибыль, зависящую от спроса 
[image: image656.wmf]1
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, 
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 или 
[image: image658.wmf]3
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 на эту продукцию и представленную следующей матрицей (в ден.ед.):
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В каких пропорциях следует выпускать продукцию 
[image: image664.wmf]1
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 и 
[image: image665.wmf]2
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, чтобы гарантировать максимальную чистую прибыль при любом состоянии спроса. Состояние спроса считается полностью неопределенным.

Будем рассматривать поставленную задачу как матричную игру двух лиц: с одной стороны​ завод, который может выпускать продукцию 
[image: image666.wmf]1
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 или 
[image: image667.wmf]2
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 (​две стратегии), с другой стороны, спрос на эту продукцию 
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, 
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 или 
[image: image670.wmf]3
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 (три стратегии). Очевидно, что данная матрица седловой точки не имеет, поэтому оптимальными будут некоторые смешанные стратегии.

Выпишем пару симметричных двойственных задач:
	Задача 1
	Задача 2
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Используя процедуру «Поиск решения» MicroSoft Excel, определим оптимальное решение задачи 1 (или задачи 2), как показано в п. 1.3.3. Оптимальное решение двойственной задачи (теневые цены) содержится в отчете по устойчивости. В результате находим 
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и оптимальные стратегии обоих игроков:
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В данной задаче можно практически реализовать смешанную стратегию завода, определив процентное соотношение в выпуске продукции. А именно, продукции 
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​ должно выпускаться 
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, и тогда от выпуска единицы продукции заводу гарантирована максимальная средняя прибыль 
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Оптимальная стратегия 
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 игрока 
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 (спрос на продукцию) означает, что спрос 
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 и 
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 равновероятен, а спрос 
[image: image698.wmf]3
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 будет отсутствовать. Такой расклад – самый плохой для завода. Если в действительности спрос на продукцию окажется иным, то фактическая прибыль может оказаться выше цены игры.  
4.12. Задача о выгодном вложении средств
Предположим, что 
[image: image699.wmf]A

 хочет выбрать валюту для хранения сбережений в течение определенного времени. Это могут быть рубли, доллары или евро. Ситуация на финансовом рынке за указанный период времени может быть следующей: рубль вырастет по отношению к обеим иностранным валютам (состояние 
[image: image700.wmf]1

B

), рубль вырастет по отношению к доллару, но упадет по отношению к евро (состояние 
[image: image701.wmf]2
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), рубль упадет по отношению к обеим иностранным валютам (состояние 
[image: image702.wmf]3

B

). Следующая матрица содержит величину прибыли игрока 
[image: image703.wmf]A

 в зависимости от вложения  средств и состояния рынка:

	Вложение средств
	Состояние финансового рынка
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Требуется определить наилучший способ вложения средств, считая полностью неопределенным состояние финансового рынка.

Поскольку состояние рынка неизвестно, следует рассчитывать на его самое неблагоприятное состояние. Тогда можно допустить, что состояние финансового рынка является игроком 
[image: image710.wmf]B

, цель которого противоположна цели игрока 
[image: image711.wmf]A

.

Стратегия 
[image: image712.wmf]3
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 является доминирующей по отношению к стратегии [image: image713.wmf]2
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. Поэтому вероятность стратегии [image: image714.wmf]2
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 должна быть равна нулю, т.е. 
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. Удаляя вторую стратегию игрока 
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, получим  игру с матрицей

	Вложение средств
	Состояние финансового рынка
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Так как в матрице имеются отрицательные значения, то для нахождения решения игры прибавим ко всем элементам матрицы число 
[image: image722.wmf]3
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 так, чтобы все элементы стали неотрицательными. После этого составим симметричные двойственные задачи линейного программирования

	Задача 1
	Задача 2
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Используя в Excel процедуру «Поиск решения», определим оптимальное решение задачи 1: 
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, оптимальное решение задачи 2: 
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 и экстремальные значения целевых функций: 
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​. Теперь можно найти цену игры с новой матрицей
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оптимальную стратегию игрока 
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оптимальную стратегию игрока 
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Цена игры с первоначальной матрицей равна 
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Таким образом, игроку 
[image: image747.wmf]A

 следует вложить 43% своих сбережений в рубли и 57% – в евро. Тогда ему будет гарантирована максимальная средняя прибыль в размере 1 ден.ед. 
4.13. Выбор оптимальной стратегии движения
Молодая девушка часто ездит между двумя городами. При этом есть возможность выбрать один из двух маршрутов: маршрут 
[image: image748.wmf]1

A

 представляет собой скоростное шоссе в три полосы, маршрут 
[image: image749.wmf]2
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 – длинную однополосную дорогу. Патрулирование дорог осуществляется ограниченным числом машин ДПС. Если все машины расположены на одном маршруте, девушка с ее страстным желанием ездить очень быстро, несомненно, получит штраф за превышение скорости в размере 100 ден.ед. Если машины патрулируют на двух маршрутах в соотношении 50 на 50, то с вероятностью 0,5 девушка получит штраф в размере 100 ден.ед. на маршруте 
[image: image750.wmf]1
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 и с вероятностью 0,3 она получит такой же штраф на маршруте 
[image: image751.wmf]2
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. Кроме того, маршрут 
[image: image752.wmf]2
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 длиннее, поэтому бензина расходуется на 15 ден.ед. больше, чем на маршруте 
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. Определить стратегию выбора оптимального маршрута как для девушки, так и для ДПС.

Чистые стратегии игрока 
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 (молодой девушки):


[image: image755.wmf]1
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 – выбор маршрута с тремя полосами,
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 – выбор маршрута с одной полосой.

Чистые стратегии игрока 
[image: image757.wmf]B

 (ДПС):


[image: image758.wmf]1

B

 – патрулирование на маршруте с тремя полосами,
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 – патрулирование на маршруте с одной полосой,
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 – патрулирование на двух маршрутах.

Матрица игры имеет вид
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Рассмотрим сначала графический метод решения игры. Оптимальной является такая стратегия 
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максимальна. Полагая последовательно 
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Так как 
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(2.16)

при условии 
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Эта задача нелинейной оптимизации решается графически, как показано на рис. 2.3. Для этого на отрезке 
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Тогда график функции (2.16) представляет собой выделенную на рис. 2.3 ломаную линию. Максимальное значение этой функции можно найти, решив систему уравнений, составленную из (1)-го и (2)-го уравнений. Тогда 
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Рис. 2.3. Графический метод решения 

Так как точка максимума лежит на пересечении 1-й и 2-й прямых, то стратегия 
[image: image785.wmf]3
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 не входит в оптимальную стратегию игрока 
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. Таким образом, 
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 и мы можем найти его оптимальную стратегию при помощи матрицы 
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Рассмотрим теперь метод решения игры с помощью линейного программирования. Поскольку платежная матрица содержит отрицательные выигрыши, то ко всем ее элементам следует прибавить одно и то же число 
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 такое, чтобы все элементы матрицы стали неотрицательными. Возьмем в качестве такого числа 
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. Тогда получим игру с новой матрицей
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Исходная и двойственная задачи представлены в табл. 2.1. 

Таблица 2.1
	Задача I
	Задача II

	Найти числа 
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Решение этих задач легко получить в Excel. Расположение данных для задачи I приведено в табл. 2.2. 
Таблица 2.2
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	Матричная игра с нулевой суммой

	2
	
	
	
	
	
	
	

	3
	
	
	
	
	ЦФ
	Экстремум
	

	4
	Неизвестные
	
	
	
	0
	Максимум
	

	5
	
	Ограничения
	
	
	

	6
	
	
	
	
	Левая часть
	Знак
	Правая часть

	7
	1 маршрут
	115
	1115
	665
	1
	<=
	1

	8
	2 маршрут
	1100
	0
	770
	1
	<=
	1


В ячейках E4, E7, E8 содержатся формулы из табл. 2.3. 

Таблица 2.3

	Ячейка
	Формула

	E4
	=СУММ(B4:D4)

	E7
	=СУММПРОИЗВ(B4:D4;B7:D7)

	E8
	=СУММПРОИЗВ(B4:D4;B8:D8)


Обращение к процедуре «Поиск решения» показано на рис. 2.4.
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Рис. 2.4. Решение задачи I
В результате оптимизации получим значения неизвестных: 
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 (ячейка D4) и значение целевой функции 
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Решение задачи II можно определить аналогичным образом путем обращения к процедуре «Поиск решения». Однако это решение, именуемое как теневые цены, можно найти также из «отчета по устойчивости»: 
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Находим решение игры. Цена игры с новой матрицей: 
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Оптимальная стратегия игрока 
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 определяется по формуле: 
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Оптимальная стратегия игрока 
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 определяется по формуле: 
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Цена игры с исходной матрицей: 
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Согласно стратегии 
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 молодая девушка должна выбирать маршруты движения с одинаковыми вероятностями. При этом ее выигрыш составит 
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 ден.ед. Практически такая стратегия реализуется следующим образом: разыгрываются равномерно распределенные случайные числа 
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 от 0 до 1, если 
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, т.е. выбирается маршрут с тремя полосами, если 
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, то применяется стратегия 
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, и тогда выбирается маршрут с одной полосой.

Наихудшая для девушки стратегия ДПС состоит в том, что с вероятностью 0,575 будет патрулирование трехполосного маршрута и с вероятностью 0,425 будет патрулирование однополосного маршрута.

4.14. Бесконечные антагонистические игры

Естественным обобщением матричных игр являются бесконечные антагонистические игры, в которых хотя бы один из игроков имеет бесконечное количество чистых стратегий. Мы будем рассматривать игры двух игроков, каждый из которых имеет множество возможных стратегий, совпадающее с некоторым замкнутым интервалом. При формализации реальной ситуации с бесконечным числом выборов можно каждую стратегию сопоставить определённому числу из единичного интервала, так как всегда можно простым преобразованием любой интервал перевести в единичный и наоборот.

Для дальнейшего изложения теории игр этого класса введём определения и обозначения: 
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 ( число (стратегия), выбираемое игроком 
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, получаемый за счет игрока 
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. Функция 
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 представляет собой аналог платежной матрицы. Будем считать, что выбор определённого числа игроком означает применение его чистой стратегии, соответствующей этому числу. 

Большое значение имеет вид функции выигрышей 
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. В отличии от матричных игр, не для всякой функции 
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 существует решение. В дальнейшем будем считать, что функция 
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 является непрерывной на квадрате 
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По аналогии с матричными играми назовём нижней ценой игры величину
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а верхней ценой игры величину
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Естественно считать, что, если для какой-либо бесконечной игры величины 
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 и 
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 равны между собой (
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), то такая игра имеет решение в чистых стратегиях, т.е. оптимальная стратегия игрока 
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 называется ценой игры, а точка 
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 представляет собой координаты седловой точки функции выигрышей 
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Пример 2.8. Игрок 
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Требуется определить, имеет ли игра седловую точку.

Определим нижнюю и верхнюю цену игры. Для нахождения нижней цены игры вычислим
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Минимум достигается при 
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Игрок 
[image: image872.wmf]A

 желает максимизировать свой выигрыш, и поэтому определяет
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Максимум достигается при 
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Так как 
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Если игра не имеет седловой точки, то оптимальные стратегии нужно искать среди смешанных стратегий. В качестве вероятностной меры вводятся функции распределения вероятностей применения игроками чистых стратегий.

Пусть 
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Средний выигрыш игрока 
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 при условии, что оба игрока применяют свои смешанные стратегии 
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По аналогии с матричными играми определяются оптимальные смешанные стратегии игроков и цена игры в антагонистической непрерывной игре. Смешанные стратегии 
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 называются оптимальными для  игроков 
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Из левой части последнего неравенства следует, что если игрок 
[image: image915.wmf]A

 отступает от своей стратегии 
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, то его средний выигрыш не может увеличиться, но может уменьшиться за счёт лучших действий игрока 
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Из правой части последнего неравенства следует, что если игрок 
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 отступит от своей смешанной стратегии 
[image: image919.wmf](

)

y

Q

*

, то средний выигрыш игрока 
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 может увеличиться, а не уменьшиться, за счёт более разумных  его действий. Средний выигрыш 
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, получаемый игроком 
[image: image922.wmf]A

 при применении игроками оптимальных смешанных стратегий, называется ценой игры.

Теорема (существования). Всякая антагонистическая бесконечная игра двух игроков с непрерывной функцией выигрыша 
[image: image923.wmf](
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 на единичном квадрате имеет решение, то есть существуют оптимальные стратегии игроков и цена игры.

Сформулированная теорема доказывает только существование решения бесконечной игры двух участников, но она ещё не дает приемлемых методов нахождения решения игры. Более того, не существует общих методов для точного нахождения решения бесконечных антагонистических игр и в том числе, когда функция выигрыша непрерывна на единичном квадрате. В настоящее время изучены лишь частные виды антагонистических бесконечных игр.

4.15. Ситуация равновесия по Нэшу
Антагонистические игры, рассмотренные выше, описывают конфликты весьма частного вида. Более того, для большинства имеющих место в реальной жизни конфликтов антагонистические игры либо вовсе не могут считаться приемлемыми, адекватными описаниями, либо, в лучшем случае, могут рассматриваться как первые грубые приближения.

Во-первых, антагонистические игры никак не затрагивают своими описаниями конфликты с числом сторон, большим двух. Вместе с тем, такие многосторонние конфликты не только встречаются в действительности, но являются принципиально более сложными, чем конфликты с двумя участниками.

Во-вторых, даже в конфликтах с двумя участниками интересы сторон вовсе не обязаны быть противоположными; во многих конфликтах случается так, что одна из ситуаций оказывается предпочтительнее другой для обоих участников.

В-третьих, даже если любые две ситуации сравниваются игроками по их предпочтительности противоположным образом, различие разностей в оценках этой предпочтительности оставляет место для соглашений, компромиссов и коопераций.

Наконец, в-четвёртых, содержательная острота конфликта не обязательно соответствует его формальной антагонистичности. Например, при соперничестве двух фирм обоюдное их стремление разорить друг друга не выражает антагонистичности конфликта. В антагонистическом конфликте цели сторон строго противоположны, и стремлению одной фирмы разорить другую противоположным будет стремление избежать разорения.

Далее рассматриваются конечные игры двух участников с произвольной суммой выигрыша.

В конечной бескоалиционной игре двух игроков каждый из них делает один ход ( выбирает одну стратегию из имеющегося у него конечного числа стратегий, и после этого они получают свои выигрыши согласно определённым для них матрицам выигрышей. Другими словами, такая игра полностью определяется двумя матрицами выигрышей для двух игроков. Поэтому такие игры называются биматричными. Пусть у игрока 
[image: image924.wmf]A

 имеется 
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 стратегий, у игрока 
[image: image926.wmf]B

 имеется 
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 стратегий. Выигрыши игроков 
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 и 
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 соответственно задаются матрицами
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Будем по-прежнему считать полный набор вероятностей 
[image: image932.wmf](
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 своих чистых стратегий смешанной стратегией игрока 
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. Тогда средние выигрыши игроков 
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 и 
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 соответственно равны
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Ситуация равновесия для биматричной игры составляет пару 
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 таких смешанных стратегий игроков 
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 и 
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, которые удовлетворяют неравенствам:
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(3.1)

для любой стратегии 
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 игрока 
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 и любой стратегии 
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 игрока 
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. Первое неравенство означает, что стратегия 
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 приносит игроку 
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 наибольший средний выигрыш, а второе неравенство означает, что стратегия 
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 наибольший средний выигрыш приносит игроку 
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Неравенства (3.1) являются естественным обобщением оптимальных стратегий игроков для игр с нулевой суммой выигрыша. Действительно, по определению оптимальных стратегий выполняется двойное неравенство 
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для любых стратегий 
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[image: image962.wmf]B

 это значит, что 
[image: image963.wmf])

,

(

)

,

(

*

*

*

Q

P

M

Q

P

M

-

£

-

, или 
[image: image964.wmf])

,

(

)

,

(

*

*

*

Q

P

M

Q

P

M

B

B

£

.

Теорема (Джон Фобс Нэш). Каждая биматричная игра имеет, по крайней мере, одну ситуацию равновесия.

В неравенствах (3.1) в качестве стратегии 
[image: image965.wmf]P

 возьмем любую чистую стратегию игрока 
[image: image966.wmf]A

, а в качестве стратегии 
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 возьмем любую чистую стратегию игрока 
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. Тогда, для определения ситуации равновесия 
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В развернутом виде эту систему можно записать следующим образом
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При этом неизвестные 
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 должны удовлетворять условиям
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Более подробно рассмотрим случай, когда каждый игрок имеет две чистые стратегии. В этом случае матрицы 
[image: image984.wmf]A

 и 
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 равны
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Из системы (3.2) получим
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Полагая 
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, после несложных преобразований приходим к системе неравенств
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Положим 
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Тогда
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Аналогично из системы (3.3) получим
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а после преобразований
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где 
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(3.5)

Таким образом, ситуация равновесия 
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 должна удовлетворять системе неравенств
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(3.6)

 В зависимости от значений 
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 получаются различные решения системы (3.6). Анализируя эти решения, можно сделать вывод, что равновесная ситуация направляет поведение игроков не столько на максимизацию своего выигрыша, сколько на минимизацию выигрыша противника.

Пример 3.1. Задачу из примера 2.4 рассмотрим как биматричную игру с платежными матрицами
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Первая матрица содержит выигрыши игрока 
[image: image1005.wmf]A

, а вторая – выигрыши игрока 
[image: image1006.wmf]B

. Требуется определить ситуацию равновесия.

Составим систему неравенств (3.6), в которой 
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 вычисляются по формулам (3.4)-(3.5). Так как 
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Заметим, что 
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 из 3-го неравенства получим, что 
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, что противоречит 4-му неравенству. Тогда из 1-го и 2-го неравенств следует, что 
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. Таким образом, ситуацию равновесия обеспечивает пара стратегий 
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 равен 
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, а средний выигрыш игрока 
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 равен 
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. Как и следовало ожидать, полученный результат соответствует решению игры из примера 2.4.
Пример 3.2. Предположим теперь, что в условии примера 2.4 часть средств поступает организаторам игры, а именно, при положительном выигрыше каждого игрока он фактически получает меньше на 1 руб. Тогда имеем биматричную игру с платежными матрицами
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Требуется определить ситуацию равновесия.

В этом случае 
[image: image1033.wmf]10

-

=

a

, 
[image: image1034.wmf]7

1

-

=

a

, 
[image: image1035.wmf]10

=

b

, 
[image: image1036.wmf]7

1

=

b

, и система неравенств (3.6) принимает вид
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Аналогично примеру 2.12 можно показать, что имеет место следующая ситуация равновесия: 
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Средний выигрыш игрока 
[image: image1040.wmf]A

 равен 
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а средний выигрыш игрока 
[image: image1042.wmf]B

 равен
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В этом случае оба игрока оказываются в проигрыше.
4.16. Разрешение конфликта между предприятиями
В некотором городе имеются два предприятия, которые могут выпускать продукцию разных типов, но одного и того же назначения. Предприятие 
[image: image1044.wmf]A

 планирует выпускать продукцию двух типов 
[image: image1045.wmf]1

M

 и 
[image: image1046.wmf]2

M

, а предприятие 
[image: image1047.wmf]B

 –  типов 
[image: image1048.wmf]1

N

 и 
[image: image1049.wmf]2

N

. Сбыт продукции одного предприятия зависит от того, какую продукцию выпускает другое предприятие. Специалисты по прогнозированию спроса установили,  что если предприятие 
[image: image1050.wmf]A

 выпустит единицу продукции типа 
[image: image1051.wmf]i

M

, а предприятие 
[image: image1052.wmf]B

 – единицу продукции типа 
[image: image1053.wmf]j

N

, то ожидаемые доходы предприятий от реализации единицы продукции будут равны 
[image: image1054.wmf]ij
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 и 
[image: image1055.wmf]ij

b

 ден.ед. соответственно. Таким образом, между предприятиями имеет место конфликт, поскольку каждое из них стремится максимизировать свой ожидаемый доход. Этот конфликт моделируется биматричной игрой предприятий 
[image: image1056.wmf]A

 и 
[image: image1057.wmf]B

 с платежными матрицами: 
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Требуется определить пропорции в типах продукции, которые целесообразно выпускать каждому предприятию для максимизации ожидаемого дохода.

Пусть 
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. Имеем биматричную игру двух игроков (предприятий 
[image: image1068.wmf]A

 и 
[image: image1069.wmf]B

) с платежными матрицами: 
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Пусть 
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 – стратегия игрока 
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 – стратегия игрока 
[image: image1075.wmf]B

. По теореме Нэша каждая биматричная игра имеет, по крайней мере, одну ситуацию равновесия. Это значит, что существуют стратегии 
[image: image1076.wmf]P

 и 
[image: image1077.wmf]Q

, для которых справедлива система неравенств
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где
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Для данных задачи получим 
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и система неравенств принимает вид
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Если 
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, то из первого неравенства следует, что 
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, а из третьего неравенства следует, что 
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, а это противоречивые неравенства.

Если 
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, то из второго неравенства следует, что 
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, а из четвертого неравенства следует, что 
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Следовательно, 
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. Тогда из первых двух неравенств следует, что  
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. А из третьего и четвертого неравенств следует, что 
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Таким образом, ситуацию равновесия в смешанных стратегиях образуют векторы: 
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Математические ожидания выигрышей игроков в ситуации равновесия равны: 
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Полученное решение в содержательных терминах примера означает, что предприятие 
[image: image1101.wmf]A

 выбирает выпуск продукции 
[image: image1102.wmf]1

M

 и 
[image: image1103.wmf]2

M

 с вероятностями, соответственно равными 3/5 и 2/5, а предприятие 
[image: image1104.wmf]B

 – выпуск продукции 
[image: image1105.wmf]1

N

 и 
[image: image1106.wmf]2

N

 с вероятностями 2/3 и 1/3. При этом математическое ожидание дохода предприятия 
[image: image1107.wmf]A

 будет равно 500 ден.ед., а предприятия 
[image: image1108.wmf]B

 – 1100 ден.ед. 

Оптимальные пропорции выпуска продукции: для предприятия 
[image: image1109.wmf]A

 60% продукции 
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M

 и 40% продукции 
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, для предприятия 
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 67% продукции 
[image: image1113.wmf]1
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 и 33% продукции 
[image: image1114.wmf]2
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. 

Определим ситуацию равновесия в биматричной игре с помощью Excel. На рис.3.1 представлен образец записи исходных данных. 
	
	A
	B
	C
	D
	E

	1
	Равновесие в биматричной игре 2х2

	2
	
	
	
	
	

	3
	A
	
	B

	4
	600
	300
	
	500
	1500

	5
	300
	900
	
	2000
	500

	6
	
	
	
	
	

	7
	Неизвестные векторы
	Сумма
	

	8
	Строка P
	0
	0
	0
	

	9
	
	
	
	
	

	10
	Столбец Q
	0
	
	0
	

	11
	
	0
	
	
	

	12
	
	
	
	
	

	13
	Условия равновесия Нэша
	

	14
	
	AQ
	<=
	PAQ
	

	15
	
	0
	
	0
	

	16
	
	0
	
	
	

	17
	
	
	
	
	

	18
	PB
	<=
	PBQ
	

	19
	0
	0
	
	0
	


Рис. 3.1. Организация исходных данных в биматричной игре

В ячейках A4 : B5 записаны элементы матрицы 
[image: image1115.wmf]A

, а в ячейках D4 : E5 – элементы матрицы 
[image: image1116.wmf]B

. Для компонент искомых векторов 
[image: image1117.wmf](
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[image: image1118.wmf](
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 зарезервированы ячейки B8 : C8 и B10 : B11 соответственно. В ячейках D8 и D10 помещаются суммы компонент этих векторов (см. табл. 3.1).

Таблица 3.1
	Ячейка
	Формула

	D8
	=СУММ(B8:C8)

	D10
	=СУММ(B10:B11)


Условия равновесия Нэша можно представить в матричном виде 
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[image: image1120.wmf]AQ

 есть вектор-столбец, компоненты которого расположены в ячейках B15:B16. Чтобы вычислить эти компоненты, следует выделить соответствующие ячейки и обратиться к функции «МУМНОЖ», указав адрес матрицы A и адрес вектора Q:

{=МУМНОЖ(A4 : B5; B10: B11)}.

Одновременное нажатие клавиш Ctrl + Shift + Enter приведет к заполнению выделенных ячеек. 
[image: image1121.wmf]PAQ

 есть число, полученное умножением строки 
[image: image1122.wmf]P

 на столбец 
[image: image1123.wmf]AQ

. Поэтому в ячейку D15 заносится формула 

=МУМНОЖ(B8 : C8; B15 : B16).


[image: image1124.wmf]PB

 есть вектор-строка, компоненты которой расположены в ячейках A19:B19. Чтобы вычислить эти компоненты, следует выделить соответствующие ячейки и обратиться к функции «МУМНОЖ», указав адрес строки P и адрес матрицы B:

{=МУМНОЖ(B8 : C8; D4 : E5)}.

Одновременное нажатие клавиш Ctrl + Shift + Enter приведет к заполнению выделенных ячеек. 
[image: image1125.wmf]PBQ

 есть число, полученное умножением строки 
[image: image1126.wmf]PB

 на столбец 
[image: image1127.wmf]Q

. Поэтому в ячейку D19 заносится формула 

=МУМНОЖ(A19 : B19; B10 : B11).

Обращение к процедуре “Поиск решения” показано на рис. 3.2.
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Рис. 3.2. Решение биматричной игры
За целевую ячейку принята D8, значение которой должно быть равно 1, поскольку 
[image: image1129.wmf]1
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. Неизвестными являются компоненты векторов 
[image: image1130.wmf]P

 и 
[image: image1131.wmf]Q

, расположенные в ячейках B8 : C8 и B10 : B11. Условия равновесия записываются в виде ограничений B15 : B16 <= D15 и A19 : B19 <= D19. Ограничения B8 : C8 >= 0 и B10 : B11 >= 0 представляют собой условия неотрицательности векторов 
[image: image1132.wmf]P

 и 
[image: image1133.wmf]Q

. Ограничение D10 = 1 соответствует условию нормировки вектора 
[image: image1134.wmf]Q

: 
[image: image1135.wmf]1
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Выполнение процедуры “Поиск решения” приводит к нахождению стратегий равновесия игрока 
[image: image1136.wmf]A

: 
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 (ячейки B8 : C8) и игрока 
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 (ячейки B10 : B11), а также к средним ожидаемым выигрышам игрока
[image: image1142.wmf]A

:  
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(ячейка D15) и игрока 
[image: image1144.wmf]B

: 
[image: image1145.wmf]1100
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 ( ячейка D19).

4.17. Выбор наилучшей стратегии ценообразования
С точки зрения конкурирующих между собой участников ценообразование обладает всеми чертами игры. Игроками являются конкурирующие фирмы. Каждый игрок стремится выиграть, выбирая ход (конкретный уровень цены), который обеспечит максимизацию результата (прибыли, доли рынка, объема продаж и т.п.). 

Каждый из игроков имеет по две чистые стратегии: он может назначить на товар одну из цен: 
[image: image1146.wmf]1

c

 или 
[image: image1147.wmf]2

c

д.е. Результатом игры являются платежные матрицы 
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Матрица 
[image: image1150.wmf]A

 показывает прибыли (объем спроса) первой фирмы, а матрица 
[image: image1151.wmf]B

 – прибыли второй фирмы для каждой пары возможного уровня цен. Задача каждого игрока состоит в том, чтобы выбрать ход (цену), максимизирующую его прибыль, принимая в расчет ходы другого игрока. При принятии решения по ценам необходимо найти такую комбинацию цен, которая решает проблемы каждого игрока. Такая пара образует стабильное решение, т.е. ни один из игроков не будет изменять свою цену при заданной цене оппонента – равновесие по Нэшу. 

Очевидно, что равновесными по Нэшу стратегиями игроков являются назначение ими цены 
[image: image1152.wmf]2

c

, так как для первого игрока вторая строка матрицы 
[image: image1153.wmf]A

 является доминирующей по отношению к первой строке. Для второго игрока второй столбец матрицы 
[image: image1154.wmf]B

 является доминирующим по отношению к первому столбцу. Таким образом, ситуацию равновесия обеспечивают чистые стратегии 
[image: image1155.wmf](
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. Средний выигрыш обоих игроков равен 
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Однако, если оба игрока применят другие стратегии,  т.е. назначат цену 
[image: image1158.wmf]1

c

, то они получат выигрыши по 8д.е., что выгодно обоим игрокам. Эта ситуация не является равновесной, но она  лучшая для обоих игроков. Если говорить об этом конкретном случае, то данный результат является следствием того, что при одновременном отклонении от равновесной стратегии каждый из игроков может выиграть еще больше. Заметим, что ситуация равновесия не является Парето-оптимальной, а стратегия, состоящая в установлении обоими игроками цены 
[image: image1159.wmf]1

c

 является оптимальной по Парето, поскольку, как следует из рис. 3.3, она является неулучшаемой для обоих игроков. 

[image: image1160.png]©





Рис. 3.3. Точка с координатами (8; 8) не равновесная, но оптимальна по Парето

Рассмотренный пример демонстрирует важную особенность биматричных игр – возможность противоречия между выгодностью и устойчивостью. Действительно, ситуация, состоящая в установлении цены 
[image: image1161.wmf]2

c

 обоими игроками, является устойчивой (равновесной), но невыгодной. Ситуация, состоящая в установлении цены 
[image: image1162.wmf]1

c

 обоими игроками является выгодной для обоих игроков, но неустойчивой. Поэтому, если игроки заключают между собой договор – обоим придерживаться стратегии 
[image: image1163.wmf]1

c

, то этот договор будет находиться под угрозой нарушения, так как каждому игроку выгодно одностороннее отклонение от него. 

4.18. Борьба за рынки сбыта
Фирма [image: image1164.wmf]A

 намерена продать партию товара на одном из двух рынков, которые контролируются более крупной фирмой [image: image1165.wmf]B

. Проникновение на первый рынок для фирмы [image: image1166.wmf]A

 более выгодно, чем на второй, но и борьба за него требует от фирмы [image: image1167.wmf]A

 вложения больших средств. 

Если фирма 
[image: image1168.wmf]B

 разгадает, на каком рынке фирма [image: image1169.wmf]A

 будет продавать свой товар, то она примет контрмеры и воспрепятствует «захвату» рынка, что означает поражение фирмы 
[image: image1170.wmf]A

. Для первого рынка поражение фирмы  
[image: image1171.wmf]A

 и выигрыш фирмы 
[image: image1172.wmf]B

 составляет 5 и 3 ед. соответственно. Для второго рынка поражение фирмы  
[image: image1173.wmf]A

 и выигрыш фирмы 
[image: image1174.wmf]B

 составляет 1 ед. 

Если фирма 
[image: image1175.wmf]B

 не разгадает, на каком рынке фирма [image: image1176.wmf]A

 будет продавать товар, то фирма [image: image1177.wmf]A

 одерживает победу. Победа фирмы [image: image1178.wmf]A

 (поражение фирмы 
[image: image1179.wmf]B

) на первом рынке приносит ей вдвое большую прибыль, чем на втором, и оценивается соответственно в 4 и 2 ед.

Стратегии игрока [image: image1180.wmf]A

: первая – проникновение на первый рынок, вторая – проникновение на второй рынок. Стратегии игрока [image: image1181.wmf]B

: первая – контрмеры на первом рынке, вторая – контрмеры на втором рынке. 

Исход игры определяется совместными действиями обеих фирм, каждая из которых оценивает его со своей точки зрения, поэтому налицо конфликт интересов. Математической моделью этого конфликта является биматричная игра с матрицами
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Определим ситуацию равновесия в этой игре. Для этого вычислим 
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Ситуация равновесия 
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 должна удовлетворять системе неравенств
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или
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ï

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

ï

í

ì

£

£

£

£

³

-

£

-

-

³

+

-

£

+

-

-

1

0

1

0

0

3

10

0

3

10

1

0

5

12

0

5

12

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

q

p

p

q

p

q

q

p

q

p

.

Если 
[image: image1192.wmf]1
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, то 3-е неравенство выполняется только при 
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, что противоречит 2-му неравенству. 

Если 
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, то 4-е неравенство выполняется только при 
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, что противоречит 1-му неравенству. 

Поэтому 
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. Тогда из первых двух неравенств следует, что 
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.  Неравенства 3 и 4 показывают, что 
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. Следовательно, ситуацию равновесия обеспечивают смешанные стратегии 
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Средний выигрыш игрока 
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 равен
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а средний выигрыш игрока 
[image: image1203.wmf]B

 равен 
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Таким образом, при умелых действиях фирма 
[image: image1205.wmf]A

 может обеспечить себе гарантированный средний выигрыш. 

4.19. Дилемма заключенного
Двое подозреваемых 
[image: image1206.wmf]A

 и 
[image: image1207.wmf]B

 арестованы. У полиции нет достаточных доказательств для обвинения, и изолировав их друг от друга, они предлагают им одну и ту же сделку: если один свидетельствует против другого, а тот хранит молчание, то первый освобождается, а второй получает 4 года. Если оба молчат, у полиции мало доказательств, и они приговариваются к 6 месяцам. Если оба свидетельствуют против друг друга, они получают по 2 года. Каждый заключённый выбирает, молчать или свидетельствовать против другого. Однако ни один из них не знает точно, что сделает другой. Требуется принять решение, как должен действовать каждый из подозреваемых.

Каждый учас​тник имеет две стратегии: 

· 
[image: image1208.wmf]М

 — хранить молчание (молчать);
· 
[image: image1209.wmf]П

 — дать показания против другого (предать).
Результаты игры определяются следующими платежными матрицами
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Дилемма появляется, если предположить, что оба заботятся только о минимизации собственного срока заключения. Представим рассуждения одного из заключённых. Если партнёр молчит, то лучше его предать и выйти на свободу (иначе — полгода тюрьмы). Если партнёр свидетельствует, то лучше тоже свидетельствовать против него, чтобы получить 2 года (иначе — 4 года). Стратегия «предать» строго доминирует над стратегией «молчать». Аналогично другой заключённый приходит к тому же выводу.

Определим ситуацию равновесия. Для этого составим систему неравенств (3.6), в которой 
[image: image1212.wmf]5

,

1

=

a

, 
[image: image1213.wmf]2

1

=

a

, 
[image: image1214.wmf]5

,

1

=

b

, 
[image: image1215.wmf]2

1

=

b

 вычислены по формулам (3.4)-(3.5):
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Из 2-го и 4-го неравенств следует, что 
[image: image1217.wmf]0

1

=

p

, 
[image: image1218.wmf]0

1

=

q

. Следовательно, пара стратегий 
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 образует ситуацию равновесия, и она совпадает с вариантом взаимного предательства 
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С точки зрения коллективных интересов этих двух заключённых лучше всего сотрудничать друг с другом, хранить молчание и получить по полгода, так как это уменьшит суммарный срок заключения. Любое другое решение будет менее выгодным. Из рис. 3.4 следует, что стратегия 
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 является неулучшаемой для обоих игроков и потому она является Парето-оптимальной. 
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Рис. 3.4. Точка с координатами (-0,5; -0,5) оптимальна по Парето
Это наглядно демонстрирует, что в игре с ненулевой суммой Парето-оптимум может быть противоположным равновесию Нэша. Таким образом, у каждого игрока формируются как бы две модели ситуации — одна модель отражает его собственные интересы, другая — коллективные, т.е. интересы системы в целом. 

Данная биматричная игра лидирует по числу приложений в социальных науках. Рассмотрим, например, конфликтную ситуацию, в которую вовлечены два участника — 
[image: image1224.wmf]A

 и 
[image: image1225.wmf]B

 (два индивида, индивид и система или две социальные системы). Игра состоит в том, что каждый участник выбирает одну из двух альтернатив:
· стратегия 1 — сотрудничество, кооперация, солидарность, учет общих интересов, разрешение конфликта, альтруистическое поведение;
· стратегия 2 — отказ от сотрудничества, усиление конфронтации, об​ман, нарушение принятых норм, правил, обязательств, эгои​стическое поведение.
Очевидно, что эта игра аналогична дилемме заключенного, когда личные интересы участников оказываются для них же самих менее предпочтительными, чем интересы коллектива.
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